Ejercicios Resueltos 
Ecuaciones Diferenciales Parciales 


Problema 1 : Resuelva 
1 1 

U rr + -U r + — Ugg = 0, 

ug{r, 0) = ug (r, §) = 0, 
u(l,0) = O, u r ( 2,6) = 6, 


1 < r < 2, 0 < 6» < f 

1 < r < 2 

o < e < § 


Solucion: Sea u(r,9) = M{r) N(9). Entonces 


u r = M'(r) N(9), 
ug = M(r ) N'(9 ), 


u rr = M"(r)N (9) 
Ugg = M (r) AT"(0) 


reemplazando en la ecuacion se obtiene 


r 2 M"(r)N(9) + rM'(r)N(9) + M(r)N{6) = 0 


de donde 


r 2 M"(r) + rM'(r) 
— M(r ) 


N"{9) 

~W) 


Se obtienen de este modo dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


N"{9) + XN(9) = 0 
r 2 M"(r) + rM'(r) — A M(r) = 0 
A partir de las condiciones de frontera ug(r, 0) = ug (r, —^J 

N"(9) + XN{9) = 0 
N'(0) = N' (f ) = 0 

cuyos autovalores son 


0 se obtiene el problema de Sturm-Liouville 


Aq — 0, 


A n = 4 n 2 


y respectivas autofunciones 

No (9) = 1, N n (9) = cos(2 n9) 

Resolvemos la ecuacion diferencial para M(r): 

(i) para A = 0, Mo (r) = A 0 + B 0 ln(r) 

(ii) para A = 4 n 2 , M„(r) = A n r 2n + B n r~ 2n 

La solucion formal de la ecuacion queda entonces 


u(r, 9) = A 0 + B q ln(r) + ^ ( A n r 2n + B n r 2n ) cos(2 n9) 

n = 1 

Usamos ahora las condiciones iniciales para encontrar los coeficientes: 
u( 1, 9) = 0 =► 0 = A 0 + E^° = i (A „ + B n ) cos(2 n9) 
implica que Aq = 0 y B n = —A n para todo n. 

De esta manera 


u(r , 9) = B 0 ln(r) + ^ A n (r 2n — r 2n ) cos(2 nO) 

n = 1 



A partir de esta ultima 


B, 


(r, 9) = — + ^ A n (2 nr 2n 1 + 2 nr 2n x ) cos(2 nO) 


n= 1 


y entonces 

0 00 

w r (2, 9) =9 => 9 = -y + J2 An ( n22n + n2 ~ 2n ) cos(2 n9) 

n= 1 

donde 


,tt/2 


Bn = - 


2 ^0 


9d9 = — 
2 


2 f ' 1 ’/ 2 

A„ (?i2 2ra + ?z2 -2 ™) = — / 9cos(2n9) d9 

2 -to 


Resolviendo esta integral nos queda 


A„, — 


1 


n 3 ?r (2 2rl + 2~ 2n ) 
Finalmente 


((-!)"-!) = 


0 


a 3 7r(2 2ri +2- 2r7 


si n par 
si n impar 


,0) = | ln (r)--£ 


7T ^ (2n - l) 3 (2 4n_2 + 2 _4n + 2 ) 


(r 4n "2 - r“ 4n+2 ) cos((4n - 2)9) 


Problema 2: Encontrar los autovalores y autofunciones del problema 

y" + 2y' + (\ + 2)y = 0, 2 /( 0 ) = 0, 2/(1) = 0 


Solucion: La ecuacion es de coeficientes constantes y su ecuacion caracteristica es 

k 2 + 2/c + (A + 2) = 0 

Las solucion de esta ecuacion de segundo grado es k = — 1 ± \/— 1 — A 

(i) Si —1 — A < 0 (o sea, A < —1) la solucion es de la forma 

y(x) = Ae~ 1+V ~ 1 ~ x + Be~ 1 ~' / ~ 1 ~ x 

Ahora, y(Q) = 0 => A + B = 0 => 1? = —A; de este modo y(x) = A ^e _1+x/_1_A — e _1+ ' v/_1_A ^ . 

Usando la segunda condition 

2/(1) = 0 => Ae _1 — e V-i-A^ _ q 

Si A ^ 0, entonces necesariamente A = — 1, lo cual es una contradiction. Por lo tanto, no existen autovalores 

A < — 1. 

(ii) Si A = — 1, entonces la ecuacion tiene una ralz de multiplicidad dos y la solucon de la ecuacion es 


y(x) = Ae x + Bxe x 



De y(0) = 0 se obtiene A = 0 y la solution tiene la forma y(x) = Bxe x . Ahora, y( 1) = 0 => B = 0 y por lo 
tanto A = — 1 no es autovalor. 

(iii) Si —1 — A < 0 (es decir A > —1), la solution de la ecuacion queda 

y{x) = e~ x ^Acos A + la’^j + B sen (y / A + la: j j 

De 2/(0) = 0 se obtiene A = 0, y la solution es de la forma y(x) = Be~ x sen (\/A + la;) 

Ahora, 

2/(1) = 0 ==> Be~ x sen (VA + 1) = 0 

y esto implica (suponiendo que B ^ 0) que \f \ + 1 = mr, de donde A = n 2 n 2 — 1 son los autovalores de la 
ecuacion. 

Las autofunciones estan dadas por y n (x) = e~ x sen (mrx) 


Problema 3: Calcule u (1,4), donde u(x,t) satisface 


u t = u xx - 2 sen 


/7ra;\ 


V 2 / 7 
u(0, t) = 0, u x (l,t) = 0, 
( S'KX 


i(x, 0) = 4 sen 


V 2 


0 < x < 1, f > 0 
t > 0 
0 < x < 1 


Solution: Hacemos u(x,t) = v(x,t) + q{x). Entonces Vt = Ut, u x (x,t) = v x (x,t) + q'(x) y u xx (x,t) = 
V xx {x,t) + q"{x). 

Reemplazando en la ecuacion tenemos 

( 7TX \ 

— J , 0 < x < 1, t > 0 

u(0, t) + g(0) = 0, v x (l,t) + q'(l) = 0, t>0 

( 37 TX \ 

— — J , 0 < x < 1 

Para que el problema quede liomogeneo, q( x) debe satisfacer la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden 


q'(x) = 2 sen 


/"irx\ 

V~2 " ) 7 


9(0) =0, </'( 1) = 0 


La solution de esta ecuacion es q(x) = — ^ sen 
El problema que debemos resolver queda 

v t = v xx , 0 < x < 1, t>0 

u(0,t) = 0, v x (l,i) = 0, f>0 

8 fnx\ ( 37 tx A 

v(z,0) = ^sen [ — J +4sen I — I , 

Hacemos v(x,t) = M(x)N(t ), de donde Vt = M N' y v xx = M" N ; reemplazando en la ecuacion nos queda 
M(x)N'{t) = M"(x)N{t). 

M"(x) N'(t) 

Entonces „ r , . = , w = — A, de donde se obtienen las dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


0 < x < 1 





M"(x) + A M(x) = 0 A 


N'(t) + XN(t) = 0 


De las condiciones de borde, se obtiene el problema de Sturm-Liouville 
M"(x) + X M(x) = 0 
Af(O) = M'( 1) = 0 

(2 n - 1) 2 7 r 2 

cuyos autovalores son X n = y autofunciones M n (x) = sen 


(2 n — l)7r 


Por otra parte, la solution de la ecuacion para N(t) es N n (t) = C n e 
Por lo tanto 




^(x, t) — ^ ^ Cn 


li--!)' 


sen ( ^ 2n ~ 1 )’ r x ) 


_ , . 8 /7 tx\ f 3ttx\ „ / (2n — l)7r A 

Como v(x , 0) = — sen J + 4 sen I — — I = sen I 7, x J se tiene 


Ci = — , C 2 = 4, C n = 0 para todo n > 3. 

7T 2 

Por tanto v(x,t) = A-e - '"’ 24 / 4 sen + 4e _97r2 */ 4 sen 

La solution de la ecuacion original queda 


= ° 4 


u(x,t) = -ire 

7T 2 


sen 


+ de- 9 " 2 */ 4 s.u /AlA| _ A ^ r ™ 


V 2 J 


sen 


v 2 


■ sen 


n xx \ 
\~2~/ 


Por lo tanto 


„ , 1 A = ^ 


2 \7r 2 


4e " 9 " ~ — 
7T 2 


Problema 4: Resuelva 

u xx + u = Utt, 0 < x < 1, t>0 

u(0, t) = u( 1, t) = 0, t > 0 

w(x, 0) = 1, u x (x, 1) = 1, 0 < x < 1 


Solution: Hacemos u(x,t) = M(x)N(t), se tiene u xx = 
la ecuacion 


M"(x)N(t) + M(x)N(t) = M(x)N”(t ) 


M"(x) + M(x) 


M (x) 

y se obtienen las dos ecuaciones diferenciales ordinarias 


M"(x)N(t), Utt = M{x)N" (t). Reemplazando en 
_ JV"(i) _ 

■ “ W “ A 


M"(x) + (A + 1 )M(x) = 0, 


A N”(t) + A N(t) = 0 


A partir de las condiciones de borde se obtiene el problema de Sturm-Liouville 
M"(x) + (A + 1)M = 0 
M( 0) = M( 1) = 0 



cuyos autovalores y autofunciones son, respectivamente 
A „ = n 2 7r 2 — 1, M n ( x) = sen(?i7ra:) 

A su vez, la solution de la ecuacion para N(t) es 

N n (t) = A n cos(\/ n 2 7r 2 — It) + B n sen(\/ n 2 7r 2 — It) 
Por lo tanto la solution formal de la ecuacion queda 


OO 

i(x,t) = ^ A n cos( \J n 2 7r 2 — It) + B n sen (\/ n 2 tt 2 — 1 t)j sen(mrx) 


n = 1 


Solo nos resta calcular A n y B n . Ocupando las condiciones iniciales: 


oo »i 

i(x, 0) = 1 = V' A n sen(n7rx) => A n = 2 / sen(ri7ra:)dx = 

Jo 


2 ((— 1)" +1 + 1 ) 


n7T 


Por otro lado 


u t 


OO 

(a;,t) = ^ s/ n 2 7r 2 — 1 sen(\/ n 2 n 2 — It) + \/ n 2 tt 2 — 1 B n cos( \/ n 2 7r 2 — 1 f)^ sen(n7ra;) 


n— 1 


y entonces 


oo 

;(a:, 1) = 1 = ^ \J n 2 TT 2 — 1 A„ sen(\/ n 2 7r 2 — 1) + n 2 7r 2 — 1 cos(\/ n 2 7r 2 — 1)^ sen(n7r:r) 

n=l 

/*! o/Y i \n+l 

— \J vA-k 2 — lA n sen(\/u 2 7r 2 — l)+\/n 2 7r 2 — 1 £?„ cos(\/ n 2 7r 2 — 1) = 2 / sen(n7rx)dx = 

Jo n7r 


Esto implica que 


B n = 


\/ n 2 7r 2 — 1 cos(\/ n 2 n 2 — 1) 


/ 2(( 1 )' i+1 + 1 ) +y/ n 2 7r 2 _ lAn sen(v / n 2 7T 2 - 1)) 
\ nn ) 


Problema 5: Resolver 

7T 

'Utt — 'Uxx H - !? 0 < C x <C ~ , £ > 0 

u(x, 0) = — x 2 + — 7ra, u t{x, 0) = 0 
Ayuda: use u(x,t) = w(x,t) + p(x) 

j x sen(x)dx = sen(x) — a;cos(a;) 

J x 1 sen(x)dx = —x 2 cos{x) + 2 cos(;r) + 2xsen(a;) 


Solution: uu = Wtt y u xx = w xx + P" (x). Para que la ecuacion sea homogenea, hacemos P"(x) = 
obteniendo P(x) = — \ + cx + d. 



Para determinar las constantes, usamos las condiciones de horde 


i( 0, t) = w(0, t) + P(0) = 1=> P( 0) = 1 => d = 1 


.7 T ,7 T . » 7T . 7T * . 7T . 7T 

7.*) = ™x(o<*) + P (o) = -77 =* P (o) = “77 


c = 0 


Concluimos que P(a;) = — ^- + 1. 

De las condiciones iniciales obtenemos 


2 2 

7T 2/ 7T 

u(a:, 0) = u>(a:, 0) — — + 1 = —a; 2 + —a: => w(x, 0) = — — + —x — 1 


y 


Ut(x, 0) = 0 => Wt{x, 0) = 0 
Ahora, usamos variables separadas para resolver 


7 r 


wtt = w xx , 0 < x < — , t> 0 
w(0,t) = w x (^,t) = 0 


x 7 r 

w(x, 0) = — — + —x — 1, w t (x, 0)=0 


2 2 

Sea w(x,t) = reemplazando en la ecuacion, obtenemos 


M"( x) + A M{x) = 0 

M(0) = M'(%) = 0 


y N"(t) + \N(t) =0 


Los autovalores y autofunciones del problema de Sturm-Liouville son 

X n = (2n + l) 2 y M n {x) = sen(2n + l)a;, Vn>0 
Por lo tanto, la solution formal de la ecuacion es 


w(x, t) = £K cos(2 n + 1 )t + b n sen (2 n + l)t] sen (2 n + l)x 


n — 0 


Calculemos los coeficientes a n y b n 

2 oo 

— — + —x — 1 = w(x, 0) = a n sen(2n + 1) 


n — 0 


2 2 

Usando las formulas dadas, obtenemos 


4 f 2 X 2 7T 

a: => a„, = — / ( — — + —a: — 1) sen(2n + l)x da: 

o 2 2 


7T 


-* 2 se,,(2 " + 1)x * = s ( - f- 1 *” (srhp 


/ 7ra;sen(2?r + l)a: da: = (— l) n — - — r 

/o (2n+l) 2 


/ sen(2n + l)x dx = - 

/ o V ' 2n+l 



1 


1 


Por lo tanto, 

L 

n 7 r y(2n + l) 3 2n + 1 

Derivando la solucion formal con respecto a t, obtenemos 


Wt(x, t) = Y}-a n (2n + 1) sen(2 n + 1 )t + b n (2n + 1) cos(2 n + l)t] sen(2n + l)x 

n— 0 

Evaluando en t = 0, se tiene 

OO 

w t (x, 0) = 'Y, b n (2n + 1) sen(2n + l)x = 0 =>■ b„ = 0, V n > 0 


n — 0 


Luego, la solucion de la ecuacion es 


t(x, t) = i - + y 


2 ^ I 7r V (2n + l) 3 2n + 1 

n=0 L x v 7 


cos(2n + l)f 


sen(2n + l)x 


Problema 6: Encontrar la solucion del problema 

r 2 u rr + r u r + ugg = 0, 1 < r < 2, 0 < (9 < 


ue(r, 0) = ug (r, ^ = 0, 

«(M) = o, 


1 < r < 2 


u r (2,9)=9, 0<6»<- 


Solucion: Sea u(r,6) = M(r ) N{9). Entonces 

u r = M'(r) N(9), u rr = M"(r)N(9) 
ug = M(r) N'(9), ugg = M(r) N"(9) 

reemplazando en la ecuacion se obtiene 

r 2 M"(r)N(9) + rM'{r)N{9) + M(r)N{9) = 0 

r 2 M"(r) +rM'(r) N"{0) 


de donde 


= -A. 


— M(r) N(6) 

Se obtienen de este modo dos ecuaciones diferenciales ordinarias 
N"(9) + XN(9) = 0 
r 2 M"(r ) + rM'(r) — A M(r) = 0 

A partir de las condiciones de frontera ug(r, 0) = ug (r, — ^ = 0 se obtiene el problema de Sturm-Liouville 

N"(0) + XN(9) = 0 
N'(0) = N 1 (f ) = 0 


cuyos autovalores son 



Ao — 0 


X n = 4 n 2 


y respectivas autofunciones 

Nq(0) = 1, N n (6) = cos(2 n9) 

Resolvemos la ecuacion diferencial para M (r) : 

(i) para A = 0, Mo (r) = A 0 + B 0 ln(r) 

(ii) para A = 4 n 2 , M„(r) = A n r 2n + B n r~ 2n 

La solution formal de la ecuacion queda entonces 


u(r, 9) = A 0 + B 0 ln(r) + ^ (A n r 2n + B n r 2n ) cos(2 n6) 

n= 1 

Usamos ahora las condiciones iniciales para encontrar los coeficientes: 
u{ 1, 9) = 0 => 0 = A 0 + (An + B n ) cos(2 nd) 

implica que Ao = 0 y B n = —A n para todo n. 

De esta manera 


u(r, 9) = Bq ln(r) + ^ A n (r 2n — r 2n ) cos(2 n9) 


n= 1 


A partir de esta ultima 


By 


(r, 9) = — + ^ A n (2 nr 2n 1 + 2 nr 2n 4 ) cos(2 n9) 


n — 1 


y entonces 

B °° 

u r ( 2, <9)=<2=>6>=^ + ^A„ (n2 2n + n2~ 2n ) cos(2 n6>) 

n— 1 

donde 

2 /M 2 tt 

1 Jo 2 


2 

A„ (?r2 2 ™ + n2 -2 ") = — / 9cos(2n9) 

2 -tO 

Resolviendo esta integral nos queda 


— 


1 


i 3 7t (2 2rl + 2 2n ) 


((-!)"-!) = 


d<2 


0 


q3 7r (22 r i+2-2« 


si n par 
si n impar 


Finalmente 


u(r, 9) = - In (r) - - V „ , / , p— (r 4n " 2 - r ~ 4n+2 ) cos((4n - 2)9) 

v ’ ’ 2 w tt ^ ( 2 n - l ) 3 ( 2 4n - 2 + 2- 4 ”+ 2 v ’ vv 

n=l a / v / 


Problema 7: Encuentre la solution u(r,6) de la ecuacion de Laplace 

{ r 2 u rr + ru r + uee = 0, 0 < 9 < 2i r, r > 2 

u(r,0) = u(r,2n), ug (r, 0) = ug(r, 2 tt) r> 2 
u( 2, 0) = 0, lim^oo u(r, 0) < oo 



Solucion: Para usar separation de variables, hacemos u(r,9) = M(r)N(9 ), de donde u r = M' (r) N(6), 

u rr = M"{r) N(9), U 9 = M(r) N'(9), ugg = M(r) N"{9). 

Reemplazando en la ecuacion, obtenemos 

r 2 M"(r) N{9) + r M'{r) N{9) + M(r) N{9) = 0 


Esto implica que 


r 2 M(r) + r M(r) N" ( 9 ) 


= -A. 


—M(r) N{9) 

A partir de las condiciones de periodicidad se obtiene el problema de Sturm-Liouville 


N"(9) + A N(9) = 0 
N(0) = N(2tt), N'( 0) = N'(2n) 


cuyos autovalores son Ao = 0 y A„ = n 2 y autofunciones son N 0 (9) = 1 y N n (9) 
Resolvemos ahora la ecuacion para M(r): 

(i) Con A 0 = 0, M 0 (r) = ^ + A 0 ln(r) 

(ii) Con A„ = n 2 , M n (r) = a n r n + b n r~ n 
Por lo tanto 


cos (n9), Vn 
sen (n9), Vn 


T-) CXJ CXJ 

u(r, 0) = + A 0 ln(r) + ^2 (A n r n + B n r~ n ) cos (n9) + ^ (C n r n + D n r~ n ) sen (n9) 

n— 1 n—1 

Como lim u(r,9) < oo, se debe cumplir que Ao = 0, A n = 0, C n = 0, y entonces 

r — >oo 

D °° 

u(r, 9) = + ^2 r~ n cos (n9) + D n r~ n sen (n9) 

n—1 

Usamos ahora la condition initial u(2 ,9) = 9 para calcular los coeficientes de esta serie: 

D °° 

9 = -A + ^2 Bn 2 _n cos (n9) + D n 2~ n sen (n9) 

n—1 


donde 


2 f 2n 

Bo = — I 9d9 = 2 tt 

27t J o 


B n 2~ n 

D n 2~ n : 


2 

27T 

2 

2n „ 


2 7T 


cos (n9) d9 = 0 


Jo 

2ir 


9 sen (n9) d9 


o 


-2 

2n 


- 2” +1 

Esta ultima igualdad implica que D n = 

n 

Por lo tanto, la solucion buscada es 


OO 

u{r, 9) =tt + '22 

n= 1 


2^+i 

r~ n sen (nO) 

n 


IV IV 



Problema 8: Se sabe que los autovalores y autofunciones del problema de Sturm-Liouville siguiente 
y"+(X—l)y = 0, 3/(0) = 0, y'{ 1) = 0, son, respectivamente A„ = ( 2w ~b n -fl ; y n (x) = sen ^ ( 2 n-i)ir ^ 

Use esa informacion para resolver 


u tt + 2u t = u xx - u 

u(0,t) = 0, u x (l,t) = 0 

( 7F \ ( 5?r 

— x'j + 2 sen ( —x 


0 < x < 1, f > 0 
t > 0 

t > 0 


u t {x, 0) 


37 r / 

( 37T \ 

1 1 

^ 7tt A 

— sen 

—x 

+ — sen 

— X 

2 ' 

K 2 J 

2 ' 

k 2 y 


t > 0 


Solucion: Hacemos u(x,t) = M(x)N(t). Entonces u x = M'(pc) N(t), u xx = M"(x) N(t), u t = M(x) N'(t ) 
y Utt = M(x) N" it). Reemplazando en la ecuacion 


M(x) N"(t) + 2 M{x) N'it) = M"ix) N{t) - Mix) Nit) 


De aqul se sigue que 


M"jx) - Mix) _ N"jt) + 2 N'jt) 
Mix) Nit) 

y se obtienen las ecuaciones diferenciales 


f M"i x) + (A - l)Af(s) = 0 
\ N"(t,) + 2N'it) + ANit)=0 

A partir de las condiciones de frontera obtenemos M( 0) = 0 y M'( 1) = 0 y con ello formamos el problema de 
Sturm-Liouville 

M"i x) + (A - 1 )Mix) = 0 
Mj 0) = M'j 1) = 0 

cuyos autovalores y autofunciones son, respectivamente X n = 74 — f 1, y n ix) = sen ^ — IzdlZL x ^j 

Resolvemos ahora la ecuacion 7V"(f) + 27V' (t) + A 7V(t) = 0. 

La ecuacion caracteristica es k 2 + 2k + A = 0 y la solucion de esta es k = — 1 ± \Jl — A; como A > 1 , las soluciones 
son k = 1 ± i y/X — 1. 

Por lo tanto 


Nit) = e 4 (^A cosiVX — 1 t) + B sen(V A — 1 t)^j 

y entonces 


N n {t) = e 4 ( A. 


, cos 


(2 n — l)7r 


t } + B n sen 


(2 n — l)7r 


De este modo 


t(x,t) = 4 (A 


COS 


(2ra-l)7T \ /(2n-l)7r \\ / (2n - 1 )tt 


t ) + B n sen 


t sen 


y tambien 

Utix, t) = Y)n=i ^ e_t (Ai cos ( (2 "~ 1)7r tj + B n sen ( (2n ~ 1)7r tj ) + 



Con la 


e -t (A n -(2n-l)« sen ^ (2n-lV ^ 

/ 7 r 

condition initial u(a, 0 ) = 4 sen . 

t(a, 0 ) = 4 sen 


B n cos t) ) ] sen a) 

—a;') + 2 sen | — a | obtenemos 
•2 / 2 


de donde A\ = 4 , 


u( 


A3 — 2 y 


/ 71" \ / 5 tt A 

.(-a) +2 sen (^-a 


= ^ sen 

n= 1 


Considerando la condition initial , Ut(x, 0 ) 


0 para todo n € N — { 1 , 3 } 
37 T ( 37 T A 

T sen lT x J + 


37 T / 

^ 37 T A 

7 tt / 

^ 77 T A 

— sen 

—a 

4 sen 

—a 

2 ' 

v 2 I 

2 ' 

v 2 ; 


00 / 

(~ A n 


n=l 


Esto es equivalente a 
^ sen (^a) + ^ sen (^a) = (— A± 

^-B 3 ) sen a) + (— A4 + ^84) sen (■ 


,(M.) 

7 tt / 7 tt A 
— sen I —a 1 tenemos 

^ ( (2™-^) ) sen ( (an-J^T ^ 


■81) sen (f a) + (- 

OO 


ZlL r 
2 ^ 


■ A2 + % 

00 

-’) + ^ B n sen 


fr 8 2 ) sen (ff a) 


+ ( ^3 t — 
es decir 

1) sen (f a) + ^ 8 2 sen a) 

" ( 2 n — 1)77 




+ (-2+^83 


^sen(^a) = (- 4 +f 8 1 ) 

(_XJ 

3) sen (^f a) + ^84 sen a) + ^ 8„ sen | 

n=5 


¥ sen(^a) + T 

i(^a 




Se obtienen las relaciones siguientes 

■ ^ v j ? 8 3 n 77 37r v o 1 

1 =>8i- i , — 8 2 - — => 8 2 - 1, 

77 4 7 7T 77 7 7i~ v 77 1 

■ 83 — 5^ ) 2 84 — 2 ** 84 — J- 


■ ¥ 83 = 0 


-4 + f 84 = 0 

77 r 77 

2 ^ 4 — 2 


r 8„ = 0 para todo n > 5 . 


Finalmente 

u(x,t ) = e -t [( 4 cos (ft) + ^ sen (ft)) sen (fa) + sen (fft) sen ( 4 fa) + 
(2 cos (^t) + ^ sen (ft)) sen (ff a) + sen (ff t) sen (^a)] 


Problema 9: 

(a) Calcule los autovalores y autofunciones del problema de valores en la frontera siguiente: 


y" - 3 y' + 2(1 + A )y = 0 , 


(b) Resuelva la siguiente ecuacion 


2/(0) = 0, J/(1) = 0 


'U'xx *^'U'x — 2 U 

w(0, t) = 0, u(l,t) = 0 
u(x,0)=0, ut(x, 0) = e 3x / 2 


0 < x < 1, t>0 
t > 0 
0 < a < 1 


Solution: 

(a) La ecuacion y" — 3 y' + 2(1 + A) y = 0 tiene ecuacion caracteristica k 2 — 3 k + 2(1 + A) = 0 , cuya solution es 

, 3 ± V 1 - 8 A 

k = 


2 



Se distinguen entonces tres casos: 

l 3 -1— % \J 8A l" 11*11 • 

(i) Si 1 — 8A < 0, entonces k = y la solucion de la ecuacion es 


y( x) = 


- p 3x/2 


A cos 


fVsx - 1 


x + B sen 


/ \/8A 


- 1 


Ahora, es inmediato que si y(0) = 0 entonces A = 0, por lo tanto y(x) queda 

y(x) = B e 3x ^ 2 sen ( 


1 


Usando ahora y( 1) = 0 se obtiene B e 3 / 2 sen 
que B ^ 0, y se tiene entonces que 

/ V8A — 1 




sen I 


V 2 

de donde obtenemos que los autovalores son 


= 0 


0; como buscamos soluciones no triviales asumimos 

V8A- 1 


An — 


1 n 2 n 2 


Vn > 1 


y las autofunciones 


y n (x) = e 3x ^ 2 sen(n7ra;), Vn > 1 


(ii) Si 1 — 8A = 0, entonces k = § y la solucion es de la forma 

y(x) = Ae 3x/2 + Bxe 3x/2 

Ahora, y( 0) = 0 implica que A = 0; entonces y(x) = Bxe 3x ^ 2 . Pero, de y( 1) = 0 obtenemos B = 0, y esto 
implica que no hay autovalores tales que 1 — 8A = 0. 

(iii) Si 1 — 8 A > 0, entonces fci = ^ ^ Aj ^ ^ reales y la solucion queda 

y(x) = Ae klX + Be k2X 


Ahora, y( 0) = 0 implica que A + B = 0 es decir B = —A, y la solucion queda 

y{x) = Ae 3x/2 (e MX — e _MX ) 

donde y = ' /1 ~ 8A . 

Por otro lado, y(l) = 0 implica que Ae 3 ^ 2 (e M — e _M ) = 0. 

Si asumimos A ^ 0, entonces — e _M = 0, pero esto solo es posible si fi = 0, es decir 1 — 8A = 0, lo cual no es 
posible. Por lo tanto no hay autovalores tales que 1 — 8A > 0. 

(b) Haciendo u(x,t) = M(x)N(t) se tiene u x = M'(x) N(t), u xx = M"(x) N(t), u t = M(x)N'(t) y 
u tt = M(x) N"(t). 

Reemplazando estas expresiones en la ecuacion, obtenemos 

M"{ x) N(t) - 3 M'(x) N(t) = 2 M(x) N"(t) - 2 M(x) N(t) 

Esto es equivalente a 

M"(x) N(t)—3M'(x) N(t)+2M(x) N(t) = 2 M(x) N"(t) -<=► (M"{ x) - 3 M'{x) + 2 M(x)) N(t) = 2 M(x) N"(t) 



y esto implica que 


M (x) - 3 M'{x) + 2 M(x) N (t) 

2 M{x) ~~ N(t) 


de donde se obtienen las ecuaciones 

I M"(x) - 3 M'{x) + 2(1 + A )M(x) = 0 
\ N"(t) + XN(t) = 0 


Con las condiciones de frontera u(0,t) = = 0 obtenemos el problema de Sturm-Liouville 

I M"(x) - 3 M'{x) + 2(1 + A )M{x) = 0 
\ M( 0) = M( 1) = 0 


cuyos autovalores son A n = 


1 n 2 7r 2 


V?i > 1 y las autofunciones M n (x) = e 3x ^ 2 sen(ri7r), 


Resolvemos ahora la ecuacion N"(t) + A N(t) = 0. Esta tiene por solucion N(t) = Acos(\/Ai) + B 
1 n 2 TT 2 

entonces, con A„ = H — 


I 1 n 2 7T 2 \ ( 1 7l 2 7T 2 ’ 

N n (t) = A n cos | \/ - -1 — t j + B n sen ( \j - H — t 


Por lo tanto, la solucion de la ecuacion queda 

OO 

u{x,t) = ^2 


. i,l n 2 ir 2 \ 1/1 n 2 7r 2 

A n cos | \l - H — t I + B n sen I - H — t 


e 3x ^ 2 sen(n7rx) 


A partir de la condition initial u(x, 0) = 0 se sigue que A n = 0 para todo n > 1, por lo tanto 

OO 

u(x,t) = II,: 

Esto implica que 


n = 1 


'1 n 2 n 2 \ 3/2 

, sen | \l — d — t e ' sen(nnx) 


u t (x,t) = J2\I\ + cos ( \/\ + ~T~ 1 ) eiX ' 2 se n{mrx) 

n = 1 


Ahora, usando ut(x, 0) = e 3x / 2 se tiene 


de donde 


B n \ - 


1 n 2 7r 2 2 


v-^ /I n 2 7r 2 

1 "L B "Vs + “R - sen(n7ra) 


1 (-l) r 


H = - / sen(rwra;) dx = 2 

2 1 In \ nn 


mr rvn 


0 si n es par 


4 

mr 


si n es impar 


Por lo tanto 


B n = 


W| + 2 ^ 


si n es par 


si n es impar 


Vn > 1. 
sen(\/A£), y 



Finalmente 




4\/8 


n^l ( 2n ~ 1 ) 7r \/ 1 + 4 (2n — 1) 2 7T : 


: sen 


1 (2 n — 1) 2 7 r 2 


t ) e 333 / 2 sen((2n — l)7rx) 


Problema 10: 

Resolver la siguiente ecuacion: 

! u t = u xx — 6x, 0 < x < 2, t > 0 

u(0,i) = 3, u x (2,i) = 2, t> 0 

u (a:, 0) = a: 3 — 10a; + 3 + a\ sen + a 2 sen 

donde cci, < 22 , ■ ■ ■ , a m son constantes reales dadas. 

Solucion: Definimos u(x,t) = v(x,t) + q(x). Entonces tenemos: 



a m sen 


(2m — l)7rx 


u x (x,t ) = v x (x, t) + q'( x), u xx (x,t ) = v xx (x,t) + q"(x), u t (x,t ) = v t (x,t) 


Reemplazando en nuestra ecuacion, obtenemos: 

v t = v xx + q"(x) — 6a: 0 < a: < 2, i > 0 

v(0,t) + g(0) = 3, v x (2,t) + q'(2) = 2, t > 0 


v(x, 0) + q(x) = x 3 — 10a: + 3 + a\ sen 


(?) 


oi 2 sen 


(?) 


+ • • • + a m sen 


^ mirx ^ 


Esta ultima ecuacion resulta con condiciones homogeneas si se cumple para q(x) la ecuacion: 

q"( x) = 6a:, q( 0) = 3, q'( 2) = 2 


La solucion de esta ecuacion es 


Asi, el problema a resolver es el siguiente: 

Vt = v xx 0 < x < 2, t > 0 
t>(0,t)=0, v x (2,t) = 0, t> 0 


q(x) = x 3 — 10a: + 3 


v(x, 0) = a± sen 


/7ra;N 

{ 3nx\ 

\T) 

| + a 2 sen 1 — — 1 


(2 TO — 1)7TX 


+ • • • + a m sen 

Para resolver esta ecuacion, hacemos v(x,t) = M(x)N(t), entonces 

v t (x,t) = M(x)N'(t), v x (x,t) = M'(x)N(t), v xx = M"(x)N(t) 
Reemplazando en la ecuacion resulta 


M(x)N'(t ) = M"(x)N(t) 


de donde 


M"(x) N'(t) 

M (x) ~ N(t) 

y a partir de esta igualdad se obtienen las ecuaciones para M(x) y N(t): 

I M"(x) + A M(x) = 0 
\ N'(t) + A N(t) = 0 



Usando las condiciones de frontera se sigue el problema de Sturm-Liouville 


M"(x) + A M(x) = 0 
M( 0) = M'( 2) = 0 


cuyos autovalores y autofunciones son respectivamente 

(2 n — l) 2 7r 2 


An — 


M n (x) = sen 


16 

(2 n — l)7r 


con n > 1. 

Resolvemos la ecuacion diferencial para iV(i) 

cuyas solucion es 


N'(t) + A n N(t) = 0 


N n (t) = b n e- (2n ~ l) w t/16 
De este modo, nuestra solucion (formal) queda 


u(x,t) = Y, N n (t)M n ( x) = y; 6„e (2n 1 ) 2 ^~ 2 */i 6 gen A 2n _ III!! 

n=l n=l ' 


Para calcular los coeficientes b n , utilizamos las condiciones iniciales y nos queda: 

(2m — l)7rx 


( 7TX \ 

— J + a .2 sen 


( 3 «) 


~h * • * CH m S6IL 


= J2 b - 


sen 


(2 n — l)7r 


De esta forma bi = cq, para todo i = 1 , ,m. 
Por lo tanto nuestra solucion queda 


){x,t) = ^2 a i 1 


,-(2n-l) 2 7i- 2 t/16 sen ( ( 2n 1 ) 7F 


n— 1 


y la solucion de la ecuacion original queda finalmente 


c, t) = x 3 — ICte + 3 + ^2 1 


-(2n — l) 2 7r 2 t/16 gen ( ( 2n 1 ) 7r 


n— 1 


Problema 11: 

Resolver la siguiente ecuacion: 


u rr + \u r + -pzUQQ — 0 , 

u{r, 0) = u g (r, f ) = 0 
u r ( 1, 0) = 9sen(30), 

, «r(2,0) = O 


1 < r < 2, 0 < 0 < f 

1 < r < 2 
0 < 0 < f 
0 < 0 < f 



Solucion: Hacemos u(r,9) = M(r)N{9). 

Entonces 

u r = M'{r)N{0) ug = M{r)N\0) 

u rr = M" (r)N (6) Ugg = M(r)N"{0) 

Reemplazando en la ecuacion obtenemos: 

M"(r)N(9) + - M'(r)N(9 ) + \ M{r)N"{6 ) = 0 

de donde 

r 2 M"(r) + rM'(r) N"(9) 

M(r) " “ N(0) ~ 

y de aln se obtienen las ecuaciones para M[r ) y N(9): 

r 2 M"(r) + rM' (r) — A M(r) = 0 
N"{9) + A N{9) = 0 

Imponiendo las condiciones de frontera para 9, se obtiene el problema de Sturm-Liouville: 

N"{9) + A N(9) = 0 
^(0)=^ 7 (^) =0 

cuyos autovalores y autofunciones son respectivamente \ n = (2 n — l) 2 , y N n (9) = sen((2n — 1)9) , con 
n > 1. 

Resolvemos ahora la ecuacion para M(r ): 

r 2 M"(r) + rM'(r) — A M(r) = 0 
Esta es una ecuacion de Euler cuya solucion esta dada por 

M(r) = ar VX + &r“' /X 

Considerando A = (2 n — l) 2 , obtenemos M n (r) = a n r 2n ~ 1 + b n r~( 2n ~ 1 K 
De esta forma nuestra solucion (formal) es: 


oo oo 

u(r, 9) = M n (r)N n (9) = ^ (anr 2 "' 1 + &„r _(2 ” _1) ) sen((2 n - 1)9) 

n = 1 n — 1 

Para obtener los coeficientes, utilizamos las condiciones iniciales. Como 

OO 

u r (r, 9) = ^ ((2 n — 1 )a n r 2n ~ 2 — (2 n — l)b n r~ 2n ) sen((2n — 1)9) 

n = 1 


Tenemos entonces 

OO 

u r ( 1, 9) = 9 sen(30) = ((2 n — 1 )a n — (2 n — 1 )b n ) sen((2n — 1)0) 

n = 1 


de donde, para n = 2, 


9 sen(30) = (3a2 — 302) sen(30) y Vn ^ 2 a n = b n 



Resulta entonces: a 2 — b - 2 = 3 (*). 

Por otro lado u r { 2 , 6 ) = 0 implica que 


0 = £((2 n-lK2 2 " 2 — ( 2 n— 1)2 2 n b n ) sen((2n — 1)0) 

n— 1 

Se sigue a partir de esta ecuacion 

(2 n - l)a„2 2 " -2 - (2 n - 1)6„2" 2 ” = 0 


esto implica que 

h — a o 4n ~ 2 

Para n = 2 , 62 = 022 6 . Reemplazando en la ecuacion (*), se obtiene 


a 2 = 


1 — 2 6 ’ 


&2 = 


3 • 2 6 
1 - 2 6 


y a n = b n = 0 para todo n ^ 2. 

Finalmente, la solution pedida es 

M ( r ’ = 1 ^96 ( r3 + 26r ^ 3 ) sen( 36 ») 



